
第一章 GR 理论基础

1.1 度规

在广义相对论中，度规张量 𝑔𝜇𝜈 描述了时空的几何性质。它定义了两个事件之间的距离

（或间隔），并且可以用来计算物体在引力场中的运动。度规张量的形式可以根据具体的时空

结构而变化，例如在平坦时空中，度规张量为闵可夫斯基度规：

𝑔𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

一般的，度规可以用来计算两个事件之间的间隔 𝑑𝑠2：

𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈

1.2 协变微商与逆变微商

协变微商（Covariant Derivative）和逆变微商（Contravariant Derivative）是广义相对论

中用于描述张量场变化的工具。它们考虑了时空的曲率，确保在曲率时空中张量的导数仍然

是张量。

协变微商的定义为：

∇𝜇𝑇 𝛼1…𝛼𝑘
𝛽1…𝛽𝑚

= 𝜕𝜇𝑇 𝛼1…𝛼𝑘
𝛽1…𝛽𝑚

+
𝑘

∑
𝑖=1

Γ𝛼𝑖𝜇𝜈𝑇 𝛼1…𝜈…𝛼𝑘
𝛽1…𝛽𝑚

−
𝑚

∑
𝑗=1

Γ𝜈
𝜇𝛽𝑗

𝑇 𝛼1…𝛼𝑘
𝛽1…𝜈…𝛽𝑚

逆变微商的定义为：

∇𝜇𝑇 𝛼1…𝛼𝑘
𝛽1…𝛽𝑚

= 𝜕𝜇𝑇 𝛼1…𝛼𝑘
𝛽1…𝛽𝑚

−
𝑘

∑
𝑖=1

Γ𝛼𝑖
𝜈𝛽𝑗

𝑇 𝛼1…𝜈…𝛼𝑘
𝛽1…𝛽𝑚
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特别的，对于逆变矢量场和协变矢量场，有以下关系：

∇𝜇𝑉 𝜈 = 𝜕𝜇𝑉 𝜈 + Γ𝜈
𝜇𝜆𝑉 𝜆

∇𝜇𝑉𝜈 = 𝜕𝜇𝑉𝜈 − Γ𝜆
𝜇𝜈𝑉𝜆

这里面的 Γ𝜆
𝜇𝜈 是 Christoffel 符号，定义为：

Γ𝜆
𝜇𝜈 = 1

2𝑔𝜆𝜎 (𝜕𝜇𝑔𝜈𝜎 + 𝜕𝜈𝑔𝜇𝜎 − 𝜕𝜎𝑔𝜇𝜈)

1.3 黎曼流形

黎曼流形是一个光滑流形，配备了一个正定的度规张量 𝑔𝜇𝜈，用于测量流形上点之间的距

离和角度。黎曼流形的主要特点包括无挠条件和度规相容条件。

无挠条件确保了 Christoffel 符号的对称性：

Γ𝜆
𝜇𝜈 = Γ𝜆

𝜈𝜇

度规相容条件要求协变微商作用于度规张量时保持度规不变：

∇𝜇𝑔𝜈𝜆 = 0

无挠联络的 Christoffel 符号可以通过度规张量唯一确定。

1.4 曲率张量

曲率张量一般由微商的对应性定义。设 𝑉 是一个切空间中的向量，∇ 是与度规相容的无
挠联络，则曲率张量 𝑅 定义为：

𝑅𝜆
𝜌𝜇𝜈𝑉 𝜆 = (∇𝜇∇𝜈 − ∇𝜈∇𝜇)𝑉 𝜆

曲率张量描述了流形的局部几何性质，反映了平行移动的非平行性。

另外的，Ricci 张量 𝑅𝜇𝜈 是曲率张量的一个缩并，定义为：

𝑅𝜇𝜈 = 𝑅𝜆
𝜇𝜆𝜈

曲率标量 𝑅 是 Ricci 张量的进一步缩并，定义为：

𝑅 = 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈
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1.5 爱因斯坦场方程

爱因斯坦场方程描述了时空的几何结构与物质和能量的分布之间的关系。它的形式为：

𝑅𝜇𝜈 − 1
2𝑔𝜇𝜈𝑅 = 8𝜋𝐺

𝑐4 𝑇𝜇𝜈

或者可以写成另一种形式：

𝑅𝜇𝜈 = 8𝜋𝐺
𝑐4 (𝑇𝜇𝜈 − 1

2𝑔𝜇𝜈𝑇 )

其中：

• 𝑅𝜇𝜈 是 Ricci 张量，描述了时空的曲率。

• 𝑅 是曲率标量，是 Ricci 张量的迹。

• 𝑔𝜇𝜈 是度规张量，描述了时空的几何性质。

• 𝑇𝜇𝜈 是能量-动量张量，描述了物质和能量的分布。

• 𝑇 是能量-动量张量的迹，定义为 𝑇 = 𝑔𝜇𝜈𝑇𝜇𝜈。

1.6 变分原理求测地线方程

测地线方程描述了在给定度规下，连接两个点的最短路径。通过变分原理，可以从测地

线的作用量出发，推导出测地线方程。测地线的拉氏量为：

𝐿 = 1
2𝑔𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆
其中，𝜆 是参数化变量。测地线的作用量为：

𝑆 = ∫ 𝐿 𝑑𝜆 = 1
2 ∫ 𝑔𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜆
𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜆 𝑑𝜆

通过对作用量进行变分，得到测地线方程：

𝑑2𝑥𝜆

𝑑𝜏2 + Γ𝜆
𝜇𝜈

𝑑𝑥𝜇

𝑑𝜏
𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜏 = 0

1.7 牛顿近似

在弱引力场和低速条件下，广义相对论可以简化为牛顿引力理论。通过对爱因斯坦场方

程进行线性化处理，可以得到牛顿近似。核心的三个近似条件为：
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• 引力场是静态的，即度规不随时间变化，𝜕0𝑔𝜇𝜈 = 0。

• 引力场是弱的，即 𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝜇𝜈 + ℎ𝜇𝜈，其中 |ℎ𝜇𝜈| ≪ 1。

• 物体的速度远小于光速，即 𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡 = |𝑣| ≪ 𝑐 ⇒ 𝑑𝑥𝑖

𝑑𝜏 ≪ 𝑑𝑥0
𝑑𝜏 。

在这样的近似条件下，测地线方程简化为：

Γ𝜇
𝜈𝜌

𝑑𝑥𝜈

𝑑𝜏
𝑑𝑥𝜌

𝑑𝜏
= Γ𝜇

00
𝑑𝑥0

𝑑𝜏
𝑑𝑥0

𝑑𝜏 + 2Γ𝜇
0𝑖

𝑑𝑥0

𝑑𝜏
𝑑𝑥𝑖

𝑑𝜏 + Γ𝜇
𝑖𝑗

𝑑𝑥𝑖

𝑑𝜏
𝑑𝑥𝑗

𝑑𝜏
≈ Γ𝜇

00
𝑑𝑥0

𝑑𝜏
𝑑𝑥0

𝑑𝜏 (忽略高阶小量)

联络简化为：

Γ𝜇
𝜈𝜌 = 1

2𝑔𝜇𝜎(𝜕𝜈𝑔𝜌𝜎 + 𝜕𝜌𝑔𝜈𝜎 − 𝜕𝜎𝑔𝜈𝜌) ≈ 1
2𝜂𝜇𝜎(𝜕𝜈ℎ𝜌𝜎 + 𝜕𝜌ℎ𝜈𝜎 − 𝜕𝜎ℎ𝜈𝜌)

⇒ Γ𝜇
00 ≈ −1

2𝜂𝜇𝑖𝜕𝑖ℎ00 = −1
2𝛿𝜇𝑖𝜕𝑖ℎ00(即 𝜇 只能取空间指标)

因此，测地线方程变为：

⎧{{
⎨{{⎩

𝑑2𝑥0

𝑑𝜏2 = 0 ⇒不失一般性，设 𝑑𝑡 = 𝑑𝜏，则 𝑥0 = 𝑐𝑑𝜏
𝑑2𝑥𝑖

𝑑𝜏2 + Γ𝑖
00 (𝑑𝑥0

𝑑𝜏 )
2

= 0 ⇒ 𝑑2𝑥𝑖

𝑑𝑡2 = 1
2𝑐2𝜂𝑖𝑗𝜕𝑖ℎ00

对比牛顿力学：

𝑑2𝑥𝑖

𝑑𝑡2 = −𝜕𝑖Φ

可得：

Φ = −1
2𝑐2ℎ00 = −𝐺𝑀

𝑟

1.8 场方程系数的确定

原则上，爱因斯坦场方程的只能告诉我们时空曲率与能量-动量张量之间的关系，但无法

确定具体的系数。为了确定这些系数，我们可以通过牛顿近似来进行推导。
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考虑引力源为非相对论性质的理想流体且宏观静止（𝑑𝑠2 = 𝑔𝜇𝜈𝑑𝑥𝜇𝑑𝑥𝜈 = 𝑔00𝑑𝑥0𝑑𝑥0 =
−𝑐2𝑑𝜏2），即：

𝑇 𝜇𝜈 = 𝜌𝑢𝜇𝑢𝜈

而仅有 𝑇 00 分量非零，则 𝑇 00 = 𝜌𝑑𝑥0
𝑑𝜏

𝑑𝑥0
𝑑𝜏 = −𝜌𝑐2

𝑔00
≈ 𝜌𝑐2。

⇒ 𝑇 = 𝑔𝜇𝜈𝑇 𝜇𝜈 = 𝑔00𝑇 00 = 𝜌𝑢𝜇𝑢𝜇 ≈ −𝜌𝑐2

所以引力场方程

𝑅𝜇𝜈 = 𝜅 (𝑇𝜇𝜈 − 1
2𝑔𝜇𝜈𝑇 ) ⇒ 𝑅00 = 𝜅 (𝑇00 − 1

2𝑔00𝑇 )

又有：

𝑅𝜇𝜈 = 𝜕𝜆Γ𝜆
𝜇𝜈 − 𝜕𝜈Γ𝜆

𝜇𝜆 + Γ𝜆
𝜎𝜆Γ𝜎

𝜇𝜈 − Γ𝜆
𝜎𝜈Γ𝜎

𝜇𝜆

≈ 𝜕𝜆Γ𝜆
𝜇𝜈 − 𝜕𝜈Γ𝜆

𝜇𝜆 (忽略高阶小量)

⇒ 𝑅00 ≈ 𝜕𝑖Γ𝑖
00 − 𝜕0Γ𝜆

0𝜆 ≈ 𝜕𝑖Γ𝑖
00 = −1

2𝜕𝑖𝜕𝑖ℎ00 = −1
2∇2ℎ00

⇒ − 1
2∇2ℎ00 = 𝜅 (𝜌𝑐2 − 1

2𝜌𝑐2)

⇒∇2ℎ00 = −𝜅𝜌𝑐2

带入 ℎ00 = −2Φ
𝑐2 可得：

∇2Φ = 1
2𝜅𝜌𝑐4

对比泊松方程 ∇2Φ = 4𝜋𝐺𝜌，可得：
𝜅 = 8𝜋𝐺

𝑐4

1.9 曲率张量的性质

曲率张量 𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈 = 𝑔𝛼𝜆𝑅𝜆
𝛽𝜇𝜈 具有以下性质：

• 反对称性：𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈 = −𝑅𝛼𝛽𝜈𝜇，𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈 = −𝑅𝛽𝛼𝜇𝜈

• 对称性：𝑅𝛼𝛽𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈𝛼𝛽

• Ricci 张量对称性：𝑅𝜇𝜈 = 𝑅𝜈𝜇

两个重要的恒等式：
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• 第一 Bianchi 恒等式：𝑅𝜆
𝜌𝜇𝜈 + 𝑅𝜆

𝜇𝜈𝜌 + 𝑅𝜆
𝜈𝜌𝜇 = 0

• 第二 Bianchi 恒等式：∇𝜎𝑅𝜆
𝜌𝜇𝜈 + ∇𝜇𝑅𝜆

𝜌𝜈𝜎 + ∇𝜈𝑅𝜆
𝜌𝜎𝜇 = 0

Einstein 张量定义为：

𝐺𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 − 1
2𝑔𝜇𝜈𝑅

并且满足 ∇𝜇𝐺𝜇𝜈 = 0。
证明：由第二 Bianchi 恒等式，取 𝜆 = 𝜇 并对 𝜇 求和，有

∇𝜎𝑅𝜌𝜈 − ∇𝜈𝑅𝜌𝜎 + ∇𝜇𝑅𝜇
𝜌𝜈𝜎 = 0

对上式再左右乘 𝑔𝜎𝜌 有

∇𝜇𝑅𝜇
𝜈 − ∇𝜈𝑅 + ∇𝜎𝑅𝜎

𝜈 = 0 ⇒ 2∇𝜇𝑅𝜇
𝜈 − ∇𝜈𝑅 = 0 ⇒ ∇𝜇𝑅𝜇

𝜈 = 1
2∇𝜈𝑅 ⇒ ∇𝜇𝐺𝜇

𝜈 = 0

1.10 引力场作用量

引力场的作用量通常表示为爱因斯坦-希尔伯特作用量，形式为：

𝑆 = 𝑐4

16𝜋𝐺 ∫ 𝑅√−𝑔 𝑑4𝑥 + 1
𝑐 ∫

𝑀
ℒ𝑚

√−𝑔 𝑑4𝑥

第一项是引力场的作用量，描述引力场自己的动力学；第二项是物质场的作用量，ℒ𝑚 是

物质场的拉氏量密度，描述了物质场对引力场的贡献。

𝛿(𝑅√−𝑔) = 𝛿(𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈
√−𝑔) = (𝛿𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈

√−𝑔 + 𝑔𝜇𝜈(𝛿𝑅𝜇𝜈)√−𝑔 + 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈(𝛿√−𝑔)

𝛿√−𝑔 = −1
2

√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈

𝛿𝑅𝜇𝜈 = ∇𝜆𝛿Γ𝜆
𝜇𝜈 − ∇𝜈𝛿Γ𝜆

𝜇𝜆

1.11 能量-动量张量

能量-动量张量 𝑇𝜇𝜈 描述了物质和能量在时空中的分布和流动。它是一个对称的二阶张

量，包含了能量密度、动量密度以及应力等信息。

特别的：
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• 运动质点的能量-动量张量：

𝑇 𝜇𝜈 = 𝜌𝑢𝜇𝑢𝜈

• 理想流体的能量-动量张量：

𝑇 𝜇𝜈 = (𝜌 + 𝑝
𝑐2 )𝑢𝜇𝑢𝜈 + 𝑝𝑔𝜇𝜈

• 电磁场的能量-动量张量：

𝑇 𝜇𝜈 = 1
𝜇0

(𝐹 𝜇𝛼𝐹 𝜈
𝛼 − 1

4𝑔𝜇𝜈𝐹𝛼𝛽𝐹 𝛼𝛽)
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